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CENTRALISATEURS DANS UN GROUPE CRISTALLOGRAPHIQUE
2-DIMENSIONNEL
Jean-Philippe PRE´AUX
1 2
Re´sume´. Nous explicitons les centralisateurs dans un groupe discret cocompact d’isome´trie
du plan euclidien.
Introduction
Nous donnons de fac¸on explicite les centralisateurs dans un groupe cristallographique
2-dimensionnel (ou encore : sous-groupes discrets cocompacts d’isome´trie de E2, ou piorb1
d’orbie´te´s euclidiennes).
1. Rappels sur les groupes Fuchsiens
Soit Γ un groupe discret cocompact d’isome´trie de E2, H2 ou S2. Il est connu que Γ admet
une des deux pre´sentations suivantes ou` p, q, g, αj ∈ N
∗ et αj > 1.
Si Γ pre´serve l’orientation :
< a1, b1, . . . , ag, bg, c1, . . . , cq, d1, . . . , dp | c
αj
j = 1, (
g∏
i=1
[ai, bi])c1 · · · cqd1 · · · dp = 1 >
Si Γ renverse l’orientation :
< a1, . . . , ag, c1, . . . , cq, d1, . . . , dp | c
αj
j = 1, a
2
1 · · · a
2
gc1 · · · cqd1 · · · dp = 1 >
Ces groupes, parfois appele´s groupes Fuchsiens ou encore planaires, sont bien connus des
analystes complexes, des ge´ome`tres et des topologues, et largement e´tudie´s. Aussi, pour une
introduction aux groupes Fuchsiens au sens ou` nous l’entendons nous renvoyons le lecteur
aux ouvrages de re´fe´rence [JS], [He] et [LS]. Nous rappelerons les re´sultats qui nous serons
utiles dans la suite.
Topologiquement, le groupe Fuchsien Γ pre´servant (resp. renversant) l’orientation, est
le groupe fondamental de l’espace topologique K que l’on obtient en retirant q disques
disjoints sur la surface B orientable (resp. non orientable) de genre g, et en recollant sur les
q composantes au bord de la surface obtenue, des disques, par des applications de degre´s
respectifs α1, α2, . . . , αq.
Dans le cas ou` B est a` bord non vide, la dernie`re relation peut eˆtre transforme´e en
d−1j = dj+1 · · · dp.(
g∏
i=1
[ai, bi]).c1 · · · cqd1 · · · dj−1
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ou
d−1j = dj+1 · · · dp.(
g∏
i=1
a2i ).c1 · · · cqd1 · · · dj−1
pour tout j = 1 · · · n. Un changement de Tietze permet alors de supprimer cette relation
et le ge´ne´rateur dj . Ainsi Γ est le produit libre des groupes cycliques engendre´s par les
ge´ne´rateurs ai, bj(dans le cas orientable), ck, et dl, a` l’exception de l’un quelconque des dl.
Il est bien connu qu’un produit libre de groupes cycliques contient un sous-groupe libre
d’indice fini. En particulier, si ∂B 6= ∅, alors Γ contient le groupe d’une surface a` bord non
vide, comme sous-groupe d’indice fini. Ce re´sultat reste vrai dans le cas ou` la surface B est
ferme´e comme l’e´tablit le the´ore`me suivant (the´ore`me 12.2, [He]).
The´ore`me 1.1 (Sous-groupe de surface d’indice fini). Soit Γ un groupe discret cocompact
d’isome´trie de E2, H2 ou S2. Si Γ admet pour pre´sentation :
< a1, b1, . . . , ag, bg, c1, . . . , cq | c
αj
j = 1, (
g∏
i=1
[ai, bi])c1 · · · cq = 1 > (1)
ou
< a1, . . . , ag, c1, . . . , cq | c
αj
j = 1, a
2
1 · · · a
2
gc1 · · · cq = 1 > (2)
alors, Γ contient le groupe d’une surface ferme´e F , comme sous-groupe d’indice fini, l. De
plus la caracte´ristique d’Euler de F , est donne´e par la formule suivante :
χ(F ) =
{
l(2− 2g −
∑q
i=1(1−
1
αi
)) dans le cas (1)
l(2− g −
∑q
i=1(1−
1
αi
)) dans le cas (2)
En particulier, χ(F ) > 0 ssi,
Cas (1) : g = 0, et soit q ≤ 2 soit q = 3 et 1/α1 + 1/α2 + 1/α3 > 1.
Cas (2) : g = 1, q = 1 et α1 = 2 ou g = 0 et soit q ≤ 2 soit q = 3 et 1/α1+1/α2+1/α3 > 1.
et χ(F ) = 0 seulement dans les cas suivants :
Cas (1) : g = 1 et q = 0 ; ou g = 0, q = 3, d’indices (3, 3, 3), (2, 4, 4) ou (2, 3, 6) ; ou g = 0,
q = 4, d’indices (2, 2, 2, 2).
Cas (2) : g = 2 et q = 0 ; ou g = 1, q = 2, d’indices (2, 2).
Remarque 1 : Si χ(F ) ≤ 0, alors Γ est infini. Ainsi, si B est ferme´e, Γ est fini ssi χ(F ) > 0.
Si ∂B 6= 0, alors Γ est cyclique fini lorsque g = 0, q ≥ 1 et p = 1, et infini sinon.
Remarque 2 : Les groupes finis obtenues (sous-groupes discrets d’isome´trie de S2, ou
encore sous-groupes finis de O(3)) sont :
– g = 0 et q ≤ 2, Γ est cyclique fini.
– g = 0 et q = 3, d’indices :
– (2, 2, n) ; Γ est le groupe die´dral D2n.
– (2, 3, 3) ; Γ est le groupe te´trae´dral A4.
– (2, 3, 4) ; Γ est le groupe octae´dral S4.
– (2, 3, 5) ; Γ est le groupe icosae´dral A5.
– g = 1, q = 1, α1 = 2 et Γ renverse l’orientation : Γ ∼= Z4.
Dans un sens, un groupe Fuchsien est un ”groupe de surface avec torsion”. Le the´ore`me
suivant e´tablit que si Γ est infini les seuls e´le´ments de torsion sont a` conjugaison pre`s les
ci. C’est la proposition 6.2 de [LS], ou sous une forme plus re´duite la proposition II.3.6 de
[JS].
The´ore`me 1.2 (Torsion dans un groupe Fuchsien infini). Soit Γ, donne´ par une des
pre´sentations (1) ou (2) figurant plus haut. Si Γ est infini, alors tout e´le´ment u non trivial,
de torsion, est dans un conjugue´ d’un des sous-groupes < cj >, pour j = 1, . . . , q. De plus
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il s’e´crit de fac¸on unique sous la forme u = vcnj v
−1, avec 0 < n < αj , i.e., si il s’e´crit aussi
u = wcmk w
−1, avec 0 < m < αk, alors j = k, n = m, et w = vc
t
j , pour t ∈ Z.
2. Centralisateurs des groupes Fuchsiens infinis
Notons B la surface obtenue en retirant q disques disjoints sur B. Si la surface B est non
orientable, il en va de meˆme de la surface B. Conside´rons le reveˆtement d’orientation de
B. Puisque tout lacet de ∂B pre´serve l’orientation, ce reveˆtement s’e´tend a` un reveˆtement
a` deux feuillets K˜ de K. Le groupe pi1(K˜) s’injecte dans pi1(K) = Γ, nous noterons Γ son
image. C’est un sous-groupe d’indice 2 dans Γ.
Ce sous-groupe Γ peut aussi se de´finir combinatoirement. Supposons encore que la sur-
face B soit non orientable, et conside´rons la pre´sentation (2) de Γ donne´e auparavant. Un
e´le´ment g de Γ sera dit A-pair, si un mot le repre´sentant contient un nombre pair d’occu-
rences de lettres a1, a
−1
1 , . . . , ag, a
−1
g . Puisque les relateurs de Γ contiennent un nombre pair
d’occurences de telles lettres, cette notion est bien de´finie. Notons Γ le sous-ensemble de Γ
constitue´ des e´le´ments A-pairs ; il est facile de ve´rifier que Π est un sous-groupe d’indice 2
de Γ. On retrouve la de´finition pre´ce´dente : pour voir cela`, il suffit de remarquer que parmi
les ge´ne´rateurs de Γ (donne´s par la pre´sentation (2)), seuls les ai ont pour repre´sentants
des lacets qui renversent l’orientation de K. Si B est orientable, on pose Γ = Γ.
Nous disposons maintenant du vocabulaire ne´cessaire pour e´noncer le re´sultat caracte´risant
le centralisateur d’un e´le´ment dans un groupe Fuchsien infini.
The´ore`me 2.1 (Centralisateurs dans un groupe Fuchsien infini). Soit Γ un groupe Fuchsien
infini, et u un e´le´ment non trivial de Γ. Si u est d’ordre infini, alors son centralisateur Z(u)
est soit isomorphe au groupe de la bouteille de klein, soit libre abe´lien de rang 1 ou 2. Si de
plus u 6∈ Γ, alors Z(u) est cyclique infini.
Si u est d’ordre fini, alors son centralisateur est cyclique fini. Plus pre´cise´ment (cf.
proposition 1.2), pour i = 1, . . . , q, et 0 < n < αi, Z(c
n
i ) =< ci >.
Remarque : Si Γ est fini, le centralisateur d’un e´le´ment n’est pas ne´cessairement cyclique.
Ainsi par exemple si B = S2, q = 3 d’indices (2, 2, 2), Γ ∼= Z2×Z2 est abe´lien non cyclique,
et Γ est le centralisateur de chacun de ses e´le´ments.
De´monstration Notons Γ le sous-groupe canonique de Γ. Conside´rons le centralisateur Z(u)
d’un e´le´ment u de Γ.
Si u est d’ordre infini Z(u) est un groupe infini ayant un centre non trivial. Maintenant,
d’une part tout sous-groupe d’un groupe Fuchsien est un groupe Fuchsien (cf. §3 de [JS]), et
ainsi Z(u) est un groupe Fuchsien. D’autre part, un groupe Fuchsien infini ayant un centre
non trivial est soit le groupe de la bouteille de Klein, soit libre abe´lien de rang 1 ou 2. Si
son centre n’est pas contenu dans le sous-groupe canonique Z(u) ∩ Γ de Z(u) alors G est
cyclique infini (cf. proposition II.3.11, [JS]). Ainsi si u 6∈ Γ alors Z(u) est cyclique infini.
Ceci de´montre la premie`re partie de la proposition.
Si u est d’ordre fini, alors Z(u) ne peut pas contenir d’e´le´ment d’ordre infini. En effet,
dans le cas contraire Z(u) contiendrait le sous-groupe Z×Zn, qui n’est pas un groupe Fuch-
sien (lemme II.3.10 [JS]), ce qui est contradictoire. Avec le the´ore`me 1.2, si u est d’ordre fini,
u est conjugue´ a` cni , pour 1 ≤ i ≤ q et n ∈ Z∗, et nous supposerons sans perte de ge´ne´ralite´
que u = cni . Conside´rons un e´le´ment non trivial v ∈ Z(u), il est de torsion, et donc avec
le the´ore`me 1.2, v = acmj a
−1. Puisque u et v commutent, u = cni = ac
m
j a
−1cni ac
−m
j a
−1 et
donc avec le the´ore`me 1.2 il existe k 6= 0, v = acmj a
−1 = cki et donc v ∈< ci >. Ainsi, pour
n 6= 0, Z(cni ) =< ci >. 
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Soit Γ un groupe discret cocompact d’isome´trie de E2 ou H2. Soit Γ contient Z⊕ Z soit
Γ est un sous-groupe discret de PSL(2,R) = Isom+(H2). Dans le dernier cas, Γ est soit
produit libre de groupes cycliques soit sans torsion, et dans tous les cas hyperbolique au sens
de Gromov. Le centralisateur d’un e´le´ment est cyclique, et l’on peut algorithmiquement le
de´terminer pour un e´le´ment arbitraire en appliquant l’algorithme figurant en [Pr2].
Les cas restant correspondent au cas euclidien, ou encore a` B ferme´e, et Γ contenant un
sous-groupe d’indice fini, isomorphe au groupe d’une surface F avec χ(F ) = 0. Il existe 7
groupes Fuchsiens ve´rifiant ces conditions, ils sont caracte´rise´s dans le the´ore`me 1.1. Dans
ce cas, Γ contient Z ⊕ Z comme sous-groupe d’indice fini et le centralisateur d’un e´le´ment
n’est plus ne´cessairement cyclique. Le lemme suivant fournit une pre´sentation plus ade´quate
pour chacun de ces groupes, en ceci qu’elle explicite le sous-groupe libre abe´lien de rang
2 d’indice fini, et une de´composition en un produit semi-direct d’un groupe de surface
euclidienne par un groupe fini.
Lemme 2.1 (Pre´sentation pour un groupe Fuchsien cristallographique). Conside´rons les
groupes Fuchsiens suivants :
G1 =< a1, a2 | a
2
1a
2
2 = 1 >
G2 =< c1, c2, c3 | c
2
1 = c
2
2 = c
2
3 = (c1c2c3)
2 = 1 >
G3 =< c1, c2 | c
3
1 = c
3
2 = (c1c2)
3 = 1 >
G4 =< c1, c2, | c
4
1 = c
4
2 = (c1c2)
2 = 1 >
G5 =< c1, c2, | c
6
1 = c
3
2 = (c1c2)
2 = 1 >
G6 =< a, c, | c
2 = (a2c)2 = 1 >
Ils admettent aussi pour pre´sentations :
G1 ∼=< a, t1, t2 | a
2 = t1, [t1, t2] = 1, at2a
−1 = t−12 >
G2 ∼=< c, t1, t2 | c
2 = 1, [t1, t2] = 1, ct1c
−1 = t−11 , ct2c
−1 = t−12 >
G3 ∼=< c, t1, t2 | c
3 = 1, [t1, t2] = 1, ct1c
−1 = t2, ct2c
−1 = t−11 t
−1
2 >
G4 ∼=< c, t1, t2 | c
4 = 1, [t1, t2] = 1, ct1c
−1 = t2, ct2c
−1 = t−11 >
G5 ∼=< c, t1, t2 | c
6 = 1, [t1, t2] = 1, ct1c
−1 = t2, ct2c
−1 = t−11 t2 >
G6 ∼=< a, c, t1, t2 | a
2 = t1, [t1, t2] = 1, at2a
−1 = t−12 ,
c2 = 1, ct1c
−1 = t−11 , ct2c
−1 = t−12 , c a c
−1 = t2a
−1 >
Remarques : – Les pre´sentations obtenues explicitent le sous-groupe Z ⊕ Z d’indice fini
et la structure de produit semi-direct pour chacun de ces groupes.
– Bien suˆr G1 est le groupe de la bouteille de Klein, G2, G3, G4, G5 sont des produits
semi-directs de Z ⊕ Z, respectivement par Z2, Z3, Z4, Z6. Quant a` G6, c’est un produit
semi-direct du groupe de la bouteille de Klein par Z2 mais aussi une extension finie de
Z⊕ Z par Z2 ⊕ Z2.
– Les sous-groupes d’orientation G1, G6 de G1 et G6 sont engendre´s respectivement par
a2, t1, t2 et a
2, c, t1, t2.
De´monstration. Proce´der par changements de Tietze. Nous n’indiquons que comment ex-
primer les nouveaux ge´ne´rateurs en fonction des anciens.
Pour G1. Poser a = a1, t1 = a
2
1, et t2 = a
−1
1 a
−1
2 .
Pour G2. Posons c = c1, t1 = c2c1, et t2 = c2c3.
Pour G3. Posons c = c
−1
1 , t1 = c
−1
1 c2, et t2 = c1c2c1.
Pour G4. Posons c = c1, t1 = c2c
−1
1 , et t2 = c1c2c
2
1.
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Pour G5. Posons c = c1, t1 = c
−2
1 c2, et t2 = c
−1
1 c2c
−1
1 .
Pour G6. Posons t1 = a
2, et t2 = (ca)
2. 
Nous pouvons de`s-lors expliciter les centralisateurs dans ces groupes. Une preuve calcu-
latoire peut se trouver dans ma the`se de doctorat ([Pr1]).
The´ore`me 2.2 (Centralisateurs des groupes Fuchsiens cristallographiques). Conside´rons
les groupes G1, G2, G3, G4, G5 et G6 apparaissant dans le lemme 2.1, et munissons-les des
pre´sentations qu’il nous fournit. Elles explicitent pour chacun des Gi un sous-groupe d’in-
dice fini, libre abe´lien de rang 2, engendre´ par t1, t2 ; notons le Hi. Nous de´crivons le
centralisateur d’un e´le´ment quelconque de ces groupes. Si u ∈ Gi, notons Z(u) son centra-
lisateur dans Gi.
Pour G1 : Tout e´le´ment de G1 s’e´crit de fac¸on unique, sous la forme t
n1
1 t
n2
2 ou t
n1
1 t
n2
2 a. Le
centralisateur d’un e´le´ment non trivial u ∈ G1, est de´crit par :
u ∈ H1
u = tn11 t
n2
2
Z(u) =
{
G1 ∼= pi1(KB2) si u ∈< t1 >
H1 ∼= Z⊕ Z si u 6∈< t1 >
u ∈ H1.a
u = tn11 t
n2
2 a
Z(u) =< tn22 a >
Pour G2 : Tout e´le´ment de G2 s’e´crit de fac¸on unique sous la forme t
n1
1 t
n2
2 ou t
n1
1 t
n2
2 c. Le
centralisateur d’un e´le´ment non trivial u de G2 est de´crit par :
u ∈ H2
u = tn11 t
n2
2
Z(u) = H2 ∼= Z⊕ Z
u ∈ H2.c
u = tn11 t
n2
2 c
Z(u) =< u >
Pour G3 : Tout e´le´ment de G3 s’e´crit de fac¸on unique sous la forme t
n1
1 t
n2
2 , ou t
n1
1 t
n2
2 c, ou
tn11 t
n2
2 c
2. Le centralisateur d’un e´le´ment non trivial u de G3 est de´crit par :
u ∈ H3
u = tn11 t
n2
2
Z(u) = H3 ∼= Z⊕ Z
u ∈ H3.c
u = tn11 t
n2
2 c
Z(u) =< u >
u ∈ H3.c
2
u = tn11 t
n2
2 c
2 Z(u) =< t
n2
1 t
n2−n1
2 c >
Pour G4 : Tout e´le´ment de G4 s’e´crit de fac¸on unique sous la forme t
n1
1 t
n2
2 , ou t
n1
1 t
n2
2 c, ou
tn11 t
n2
2 c
2, ou tn11 t
n2
2 c
3. Le centralisateur d’un e´le´ment non trivial u de G4 est de´crit par :
u ∈ H4
u = tn11 t
n2
2
Z(u) = H4 ∼= Z⊕ Z
u ∈ H4.c
u = tn11 t
n2
2 c
Z(u) =< u >
u ∈ H4.c
2
u = tn11 t
n2
2 c
2 Z(u) =
{
< t
n1+n2
2
1 t
n2−n1
2
2 c > si n1 + n2 pair
< u > sinon
u ∈ H4.c
3
u = tn11 t
n2
2 c
3 Z(u) =< t
n2
1 t
−n1
2 c >
Pour G5 : Tout e´le´ment de G5 s’e´crit de fac¸on unique sous la forme t
n1
1 t
n2
2 , ou t
n1
1 t
n2
2 c, ou
tn11 t
n2
2 c
2, ou tn11 t
n2
2 c
3, ou tn11 t
n2
2 c
4, ou tn11 t
n2
2 c
5. Le centralisateur d’un e´le´ment non trivial u
de G5 est de´crit par :
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u ∈ H5
u = tn11 t
n2
2
Z(u) = H5 ∼= Z⊕ Z
u ∈ H5.c
u = tn11 t
n2
2 c
Z(u) =< u >
u ∈ H5.c
2
u = tn11 t
n2
2 c
2 Z(u) =
{
< t
2n1+n2
3
1 t
n2−n1
3
2 c > si 3/(n1 − n2)
< u > sinon
u ∈ H5.c
3
u = tn11 t
n2
2 c
3 Z(u) =
{
< t
n1+n2
2
1 t
−
n1
2
2 c > si n1 et n2 pairs
< u > sinon
u ∈ H5.c
4
u = tn11 t
n2
2 c
4 Z(u) =
{
< t
n1+2n2
3
1 t
−
2n1+n2
3
2 c > si 3/(n1 − n2)
< tn1+n21 t
−n1
2 c
2 > sinon
u ∈ H5.c
5
u = tn11 t
n2
2 c
5 Z(u) =< t
n2
1 t
−(n1+n2)
2 c >
Pour G6 : Tout e´le´ment de G6 s’e´crit uniquement sous la forme t
n1
1 t
n2
2 ou t
n1
1 t
n2
2 a, ou
tn11 t
n2
2 c, ou t
n1
1 t
n2
2 a c. Notons K6 le sous-groupe de G6 engendre´ par a, t1, t2 ; il est isomorphe
au groupe de la bouteille de Klein. Le centralisateur d’un e´le´ment non trivial u de G6 est
de´crit par :
u ∈ H6
u = tn11 t
n2
2
Z(u) =

< ac , t1 >∼= pi1(KB2) si u ∈< t2 >
K6 ∼= pi1(KB2) si u ∈< t1 >
H6 ∼= Z⊕ Z sinon
u ∈ H6.a
u = tn11 t
n2
2 a
Z(u) =< tn22 a >
u ∈ H6.c
u = tn11 t
n2
2 c
Z(u) =< u >
u ∈ H6.ac
u = tn11 t
n2
2 ac
Z(u) =< tn11 ac >
Corollaire 2.1. Sous les meˆmes hypothe`ses que pre´ce´demment, G1 a un centre cyclique
infini engendre´ par t1, tandis que G2, G3, G4, G5, G6 ont un centre trivial.
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